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Викладена ефективна чисельна методика розв’язання задач про вільні коли-
вання ізотропних пологих оболонок з застосуванням методу сплайн-апроксимації 
невідомих функцій по одному з координатних напрямків. З використанням запро-
понованої методики були досліджені резонансні частоти коливань циліндричних 
оболонок та оболонок двоякої кривизни як з квадратним, так і з прямокутним 
планом. Розрахунки проводились та порівнювались по двом теоріям: класичній 
(Кірхгоффа-Лява) та уточненій (Тимошенка-Міндліна). Встановлювалась залеж-
ність власних частот коливань від співвідношення товщини оболонок і їх розмірів 
в плані. Виявлено, що обчислені в уточненій постановці частоти вільних коливань 
пологих оболонок мають менші значення, ніж відповідні частоти, обчислені в 
класичній постановці. Зі збільшенням товщини оболонок різниця у значеннях від-
повідних частот зростає. Отримані результати розрахунків порівнювались з ча-
стотами, розрахованими аналітично шляхом розкладання невідомих функцій в 
ряди Фур'є. Порівняння дало змогу визначити оптимальну область застосування 
кожної з теорій. Встановлено, що частоти вільних коливань тонких пологих обо-
лонок доцільніше розраховувати в класичній постановці. Розрахунок частот не-
тонких оболонок (при співвідношенні товщини до найменшого розміру в плані 
h/a0,05) при будь-яких геометричних параметрах оболонок доцільніше проводи-
ти в уточненій постановці. Отримані результати підтвердили теоретичні при-
пущення щодо важливості врахування кутів повороту спочатку прямолінійного 
елемента, викликаних поперечними зсувами, при обчисленнях власних частот ко-
ливань нетонких оболонок. Підтверджено універсальність та високу точність 
методу сплайн-апроксимації. 
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хгоффа-Лява, уточнена теорія Тимошенка-Міндліна 
 
1. Вступ 
Прямокутні в плані ізотропні пологі оболонки широко застосовуються в 
багатьох сферах людської діяльності, від авіації до будівництва. В процесі роз-
робки та впровадження конструкторських та інженерних рішень значно зрос-
тають вимоги до параметрів міцності і надійності конструкцій і механізмів, які 
розробляються. Виникає необхідність розрахунку механічних характеристик 
конструктивних елементів, в тому числі і оболонок різної форми, що передба-
чає, і визначення їх резонансних частот коливань. 
Для проведення обчислень пропонується ефективна чисельна методика 
розв’язання задач про вільні коливання пологих ізотропних оболонок з застосу-









ференціальних рівнянь в частинних похідних зводилася за допомогою сплайн-
колокації по одному з координатних напрямків до крайової задачі на власні 
значення для системи звичайних диференціальних рівнянь зі змінними коефіці-
єнтами. Отримана одномірна задача вирішувалася стійким чисельним методом 
дискретної ортогоналізації в поєднанні з методом покрокового пошуку. 
При розрахунках тонких пологих оболонок доцільно будувати алгоритм 
обчислень на основі класичної теорії Кірхгоффа-Лява. Вона передбачає введен-
ня ряду спрощень в початкових рівняннях теорії пружності, що в даному випа-
дку мають незначний вплив на результат обчислень, але помітно спрощують 
вихідні рівняння. При розрахунку нетонких оболонок доцільно враховувати ку-
ти повороту спочатку прямолінійного елемента, викликані поперечними зсува-
ми. Дане уточнення враховується в теорії типу Тимошенка-Міндліна. 
Актуальним питанням є встановлення меж застосування кожної з теорій 
при проведенні розрахунків власних частот коливань пологих оболонок. При 
малій товщині більш практично проводити розрахунки в класичній постановці. 
Але у випадку порівняно товстих оболонок, обчислення в класичній постановці 
призводять до значних похибок. Тому, починаючи з певного значення товщини, 
власні частоти коливань пологих оболонок доцільніше, з точки зору точності 
отриманих результатів, розраховувати в уточненій постановці. Визначення цієї 
граничної товщини оболонки дасть змогу коректно обирати між класичною та 
уточненою постановками під час проведення досліджень власних частот коли-
вань пологих оболонок, що сприятиме зростанню точності. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
В роботі [1] наведено результати досліджень прямокутних пластин різної то-
вщини з застосуванням методу сплайн-апроксимації. Надалі даний метод викори-
стовувався авторами статті [2] для дослідження власних частот коливань ортотро-
пних прямокутних пластин різної товщини. При цьому розрахунки проводилися 
як в класичній постановці, так і в уточненій. В даній статті розглядались пластини. 
Надалі, із застосуванням методів сплайн-апроксимації і дискретної ортогоналіза-
ції, вивчався напружений стан ортотропних оболонок в уточненій постановці. Так, 
в статті [3] розглядаються оболонки різної кривизни, а в статті [4] – оболонки різ-
ної товщини. Застосування В-сплайнів для розв’язання статичних задач для плас-
тин з параметрами, які змінюються в двох координатних напрямках, здійснено в 
роботі [5]. Однак в наведених роботах розглядалися задачі виключно напружено-
деформованого стану пластин і оболонок. Розв’язання задач про вільні коливання 
оболонок здійснено в статті [6], при цьому використано метод з розгалуженим ме-
ридіаном. Цей метод поєднує метод Фур'є, метод покрокового пошуку та метод 
ортогональної розгортки. У статті [7] проводяться дослідження вібрації тонкос-
тінних систем, що складаються з коаксіальних сполучень оболонок обертання різ-
ної форми з торо-еліптичними елементами в класичній постановці. При цьому, 
для вирішення відповідних двовимірних задач на власні значення, застосовується 
чисельно-аналітична методика, що включає метод поділу змінної Фур'є, метод ін-
крементального пошуку та ортогональний метод розгортання з вирішенням задач 









осесиметричних коливань циліндричної оболонки. Вони ґрунтуються на тривимі-
рній теорії пружності та поділі оригінальної циліндричної оболонки з концентри-
чними колами поперечного перерізу на кілька співвісних циліндричних оболонок. 
У наведених статтях розглядаються різні методи розв'язання задач про вільні ко-
ливання, проте розрахунки проводяться для тонких оболонок. Частоти коливань 
відносно товстих оболонок розглядаються в уточненій постановці в статті [9]. При 
цьому, вивчаються ортотропні оболонки змінної товщини, а самі розрахунки про-
водяться з застосуванням методу сплайн-апроксимації. Всі розглянуті статті, крім 
[2], присвячені дослідженням тільки в класичній, або тільки в уточненій постано-
вці, без порівняння результатів розрахунків одних і тих же об'єктів в обох теоріях. 
У статті [10] запропоновано підхід до визначення власних частот коливань оболо-
нок різної геометрії та відносної товщини. Оболонки виготовлені з ізотропних, 
ортотропних та анізотропних матеріалів. Підхід передбачає побудову математич-
ної моделі, заснованої на класичній теорії Кірхгофа-Лява, вдосконаленій теорії 
Тимошенко-Міндліна, теорії просторової еластичності. У цій роботі хоч і застосо-
вуються різні теорії, однак залишилися невирішеними питання, пов'язані з впли-
вом товщини оболонок на точність розрахунків в різних теоріях. Досліджень, які б 
встановлювали залежність власних частот коливань пологих оболонок від співвід-
ношення їх товщини і розмірів в плані при застосуванні обох теорій, не знайдено. 
Все це дозволяє стверджувати, що доцільним є проведення відповідних розрахун-
ків, що дало б змогу встановити межі застосування кожної з теорій. Визначенню 
залежності власних частот коливань ізотропних пологих оболонок від співвідно-
шення їх товщини і розмірів в плані при проведенні розрахунків по класичній (Кі-
рхгоффа-Лява) та уточненій (Тимошенко-Міндліна) теоріям присвячено дану 
статтю. Отримані результати дозволять обирати між класичною та уточненою по-
становками під час проведення досліджень власних частот коливань пологих обо-
лонок, що сприятиме зростанню точності обчислень. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є визначення характеру поведінки резонансних частот 
коливань пологої ізотропної оболонки в залежності від співвідношення її тов-
щини і мінімального розміру в плані. Це дозволить встановити межі застосу-
вання класичної (Кірхгоффа-Лява) та уточненої (Тимошенка-Міндліна) теорій. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– визначити вплив кількості точок колокації на результат обчислень частот 
вільних коливання прямокутних в плані пологих ізотропних оболонок при за-
стосуванні методу сплайн-апроксимації; 
– дослідити частоти вільних коливань ізотропних пологих оболонок з ква-
дратним (a/b=1) та двома випадками прямокутного плану (a/b=2 і b/a=2), де a і 
b – розміри в плані. Для кожного випадку розглянути як циліндричні оболонки 
(lx/a=0,1 і ly/a=0), так і оболонки двоякої кривизни (lx/a=0,1 і ly/a=0,1), де l – 
стріла підйому. Обчислення здійснити при різних значеннях товщини оболо-
нок: від h/a=0,01 (тонкі оболонки), до h/a=0,11 (нетонкі оболонки) з кроком 









– обчислити частоти вільних коливань пологих оболонок шляхом розкла-
дання невідомих функцій в ряди Фур'є, використовуючи математичний апарат 
уточненої теорії, порівняти аналітичні частоти з отриманими за допомогою за-
пропонованої методики та визначити межу застосування кожної з теорій. 
 
4. Матеріали та методи дослідження власних частот коливань ізотроп-
них пологих оболонок 
4. 1. Досліджувані об’єкти 
Об'єкт дослідження: ізотропні прямокутні в плані пологі оболонки постій-
ної товщини. Характеристики матеріалу оболонок: Е=2,0161011 Па, =0,3, 
=7800 кг/м3. 
Досліджено прямокутні в плані циліндричні оболонки і оболонки двоякої 




l  , де l – стріла підйому, 
a і b – розміри в плані. Для кожного зі значень співвідношення сторін оболон-
ки: a/b=1 – квадратний план, a/b=2 і b/a=2– прямокутний план, розраховано два 
типи геометричних параметрів: циліндрична оболонка (lx/a=0,1 і ly/a=0) і обо-
лонка двоякої кривизни (lx/a=0,1 і ly/a=0,1). 
Товщина кожної з розглянутих оболонок змінювалася дискретно, співвід-
ношення товщини оболонки до найменшого розміру в плані варіювалося від 
h/a=0,01 (тонкі оболонки), до h/a=0,11 (нетонкі оболонки).  
Розрахунки проводилися при шарнірному закріпленні сторін оболонки. 
 
4. 2. Вихідні співвідношення 
Переміщення оболонки представимо у вигляді: 
– класична теорія(Кірхгоффа-Лява): 
 
( , , , ) ( , , ) ( , , ),x xu x v z t u x y t z x y t    
 
     ( , , , ) , , , , ,y yu x v z t v x y t z x y t    
 
( , , , ) ( , , ),zu x v z t w x y t   (1) 
 
– уточнена теорія(Тимошенко-Міндліна): 
 
( , , , ) ( , , ) ( , , ),x xu x v z t u x y t z x y t    
 
( , , , ) ( , , ) ( , , ),y yu x v z t v x y t z x y t    
 
( , , , ) ( , , ),zu x v z t w x y t   (2) 
 
де x, y, z – координати точок оболонки; ux, uy, uz – відповідні переміщення; u, v, 









повороту нормального елемента щодо координатних осей без урахування попе-
речних зсувів; x, y– повні кути повороту прямолінійного елемента. 
Відповідно до (1) та (2) вирази для деформацій записуємо у вигляді: 
– класична теорія (Кірхгоффа-Лява): 
 
     , , , , , , , ,x x xe x y z t x y t z x y t     
 
     , , , , , , , ,y y ye x y z t x y t z x y t     
 
     , , , , , 2 , , ,xy xy xye x y z t x y t z x y t     
 
 , , , 0,xze x y z t   , , , 0,yze x y z t    (3) 
 
– уточнена теорія (Тимошенко-Міндліна): 
 
     , , , , , , , ,x x xe x y z t x y t z x y t     
 
     , , , , , , , ,y y ye x y z t x y t z x y t     
 
     , , , , , 2 , , ,xy xy xye x y z t x y t z x y t     
 
   , , , , , ,xz xe x y z t x y t     , , , , , ,yz xe x y z t x y t   (4) 
 
де x, y– кути повороту, викликані поперечними зсувами; x, y, xy– компоненти 
тангенціальної деформації, що визначають внутрішню геометрію координатної 
поверхні; x, y, 2xy– компоненти згинальної деформації в класичній теорії; x, 
y, 2xy– компоненти згинальної деформації в уточненій теорії, що характери-
зують згинання і скручування координатної поверхні. 
Рівняння, що описують вільні поперечні коливання пологих оболонок в те-
оріях Кірхгоффа-Лява і Тимошенко-Міндліна мають вигляд: 
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На контурах оболонки x=0,a і y=0,b задаються граничні умови, які визна-
чаються через переміщення і кути повороту. Нижче наводяться вирази для гра-
ничних умов при x=const(x=0, x=a) і шарнірному закріпленні: 









   
 
  (7) 
 







     
 
  (8) 
 
Аналогічні умови задаються на контурах y=const, роблячи такі заміни в рі-
вняннях (7) та (8): xy, uv, xy. 
 
4. 3. Методика розв’язання 
Розв’язання систем рівнянь (5) та (6) будемо шукати у вигляді: 
– класична теорія (Кірхгоффа-Лява): 
 






u x y u x y















w x y w x y

   (9) 
 
– уточнена теорія (Тимошенко-Міндліна): 
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де ui(x), vi(x), wi(x), xi(x), yi(x) (i=0,…,N) – шукані функції; i(y), i(y), ji(y) 
(j=1…5) – функції, побудовані за допомогою В-сплайнів третього ступеня N4, 
i(y) – функції, побудовані за допомогою В-сплайнів п'ятого ступеня N6, що 
задовольняють граничним умовам на контурах y=0 і y=b. 
Підставивши (9) і (10) в рівняння (5) і (6) відповідно, вимагаємо, щоб вони 
задовольнялися в заданих точках колокації k[0,b], k=0,…,N. Після всіх пере-
творень отримуємо систему N+1 лінійних диференціальних рівнянь щодо ui, vi, 
wiв класичній теорії і ui, vi, wi, xi, yi в уточненій теорії. 
Задача на власні значення для систем звичайних диференціальних рівнянь  
розв’язувалась стійким чисельним методом дискретної ортогоналізації в поєд-
нанні з методом покрокового пошуку. 
 
5. Результати досліджень вільних коливань ізотропних пологих оболо-
нок різної геометрії 
5. 1. Визначення впливу кількості точок колокації на результат обчис-
лень власних частот коливань досліджуваних оболонок  
З метою визначення впливу кількості точок колокації N на результати об-
числень власних частот коливань досліджуваних оболонок проведено розраху-
нки перших чотирьох частот коливань i при різній кількості точок колокації, 
від 10 до 22 з кроком 2. Проведено обчислення для двох прямокутних в плані 
пологих оболонок: циліндричної оболонки зі співвідношенням товщини до 
найменшого розміру в плані h/a=0,07, та оболонки двоякої кривизни з співвід-
ношенням h/a=0,11. Обчислення проводились в уточненій постановці. Резуль-
тати обчислень наведено в табл. 1.  
 
Таблиця 1 






 21 /i ia E       
i 
N 





1 0,5920 0,5852 0,5818 0,5801 0,5791 0,5785 0,5782 
2 0,8154 0,8105 0,8081 0,8068 0,8062 0,8056 0,8055 
3 1,2709 1,2679 1,2664 1,2657 1,2652 1,2649 1,2648 





1 0,4695 0,4689 0,4686 0,4685 0,4684 0,4683 0,4683 
2 0,7607 0,7526 0,7486 0,7465 0,7452 0,7445 0,7440 
3 1,1830 1,1415 1,1222 1,1119 1,1060 1,1024 1,1002 
4 1,2270 1,2268 1,2267 1,2267 1,2267 1,2266 1,2266 
 
Враховуючи отримані результати, всі подальші розрахунки проводились 
при N=18 точках колокації, що є компромісним значенням відносно точності 









5. 2. Результати розрахунків резонансних частот коливань досліджу-
ваних оболонок із застосуванням запропонованого методу 
Результати розрахунків резонансних частот коливань досліджуваних обо-
лонок із застосуванням запропонованого методу сплайн-апроксимації при шар-
нірному закріпленні всіх сторін наведено в табл. 2 – у випадку класичної поста-
новки, і в табл. 3 – для випадку уточненої постановки. 
 
Таблиця 2 
Частоти вільних коливань прямокутних в плані (a/b=2) оболонок, обчислені в 
класичній постановці 
План оболонки Тип оболонки 
 21 /i ia E       
i 
h/a 




1 0,2187 0,3701 0,4671 0,5831 0,7087 0,8398 
2 0,2206 0,3906 0,6003 0,8198 1,0430 1,2679 
3 0,3105 0,5676 0,9332 1,3015 1,6708 2,0404 
4 0,4302 0,8089 1,2621 1,7322 2,2085 2,6878 
lx/b=0,1 
ly/b=0,1 
1 0,5039 0,6329 0,6941 0,7769 0,8752 0,9844 
2 0,6000 0,8504 1,0845 1,2197 1,3797 1,5566 
3 0,6604 0,9840 1,2891 1,7520 2,2241 2,7006 
4 0,6661 1,0419 1,5442 2,0816 2,6326 3,1903 
 
Таблиця 3 
Частоти вільних коливань прямокутних в плані (a/b=2) оболонок, обчислені в 
уточненій постановці 
План оболонки Тип оболонки 
 21 /i ia E       
i 
h/a 




1 0,2312 0,3764 0,4682 0,5791 0,6980 0,8195 
2 0,2314 0,3955 0,5970 0,8062 1,0135 1,2154 
3 0,3178 0,5685 0,9205 1,2652 1,5959 1,9093 
4 0,4534 0,8535 1,2648 1,6866 2,0956 2,4813 
lx/a=0,1 
ly/a=0,1 
1 0,5312 0,6331 0,6860 0,7584 0,8438 0,9373 
2 0,6878 0,8902 1,0740 1,1958 1,3361 1,4864 
3 0,6809 0,9825 1,2764 1,6784 1,9321 2,1902 
4 0,7498 1,0711 1,4451 1,6847 2,0836 2,4612 
 
5. 3. Результати обчислення частот вільних коливань пологих оболо-
нок шляхом розкладання невідомих функцій в ряди Фур'є 
В табл. 4 наведено перші чотири безрозмірні частоти вільних коливань 
квадратних в плані оболонок i, які було обчислено аналітично, з використан-
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Таблиця 4 
Перші чотири безрозмірні частоти вільних коливань оболонок i, розраховані 
аналітично з використанням розкладу невідомих функцій в уточненій постано-





 21 /i ia E       
i 
h/a 




1 0,2032 0,4024 0,4578 0,5284 0,6070 0,6891 
2 0,2920 0,4437 0,7036 0,9557 1,1930 1,4129 
3 0,3710 0,7216 0,9058 1,1140 1,3243 1,5265 
4 0,4309 0,7639 1,1525 1,5282 1,8738 2,1841 
lx/a=0,1 
ly/a=0,1 
1 0,7358 0,7511 0,7803 0,8212 0,8708 0,9266 
2 0,7469 0,8426 1,0011 1,1882 1,3827 1,5730 
3 0,7469 0,8427 1,0011 1,1883 1,3829 1,5733 
4 0,7673 0,9903 1,3095 1,6456 1,9667 2,2609 
 
На графіках (рис. 1) наведено відхилення (у відсотках) значень частот ко-
ливань оболонок, розрахованих із застосуванням методу сплайн-апроксимації в 
класичній (штрихова лінія) і уточненій (суцільна лінія) постановках від аналі-
тично розрахованих в уточненій постановці. Таким чином, проводиться порів-
няння збіжності обчислених в класичній і уточненій постановках частот з ана-
літично обчисленими в уточненій постановці. Червоному кольору відповідають 
перші частоти, помаранчевому кольору – другі, зеленому кольору – треті, си-
















Рис. 1. Відхилення (у відсотках) значень резонансних частот коливань пологих 
оболонок, обчислених за методом сплайн-апроксимації в класичній (пунктирна 
лінія) та уточненій (суцільна лінія) постановках від аналітично обчислених в 
уточненій постановці: а – циліндрична оболонка(lx/a=0,1; ly/a=0),квадратна в 
плані (a/b=1); б – оболонка двоякої кривизни (lx/a=0,1; ly/a=0,1),квадратна в 
плані (a/b=1); в – циліндрична оболонка (lx/b=0,1; ly/b=0), прямокутна в плані 
(a/b=2); г – оболонка двоякої кривизни (lx/b=0,1; ly/b=0,1), прямокутна в плані 
(a/b=2); д – циліндрична оболонка (lx/a=0,1; ly/a=0), прямокутна в плані (b/a=2); 









































































В усіх випадках геометричних параметрів досліджуваних оболонок (рис. 1) 
спостерігається приблизно однакова картина: зі збільшенням співвідношення 
товщини оболонки і мінімального розміру в плані, точність обчислень в класи-
чній постановці спадає, а в уточненій – зростає. 
 
6. Обговорення результатів дослідження резонансних коливань ізот-
ропних пологих оболонок 
Дані табл. 1 свідчать, що зі збільшенням кількості точок колокації значен-
ня частот зменшуються, при цьому точність обчислень збільшується. Величина 
зміни значень різниться для різних частот і варіюється від 0,02% до майже 7%. 
Таким чином, збільшуючи кількість точок колокації з 10 до 22 можна збільши-
ти точність обчислень на 7%, однак разом з тим різко і значно зростає машин-
ний час обчислення кожної частоти. Аналіз результатів проведених обчислень 
дозволяє стверджувати, що вже при 16 точках колокації точність розрахунків 
досягає прийнятних значень, а самі частоти відрізняються від обчислених при 
22 точках не більше, ніж на 1%. Тому доцільною кількістю точок колокації з 
точки зору точності обчислень та витраченого машинного часу є 16, або 18.  
Аналізуючи дані, наведені у вигляді графіків (рис.1), можна відмітити осо-
бливість, характерну практично для всіх випадків геометричних параметрів 
оболонок. При малій відносній товщині, різниця між аналітично розрахованими 
частотами і обчисленими в класичній постановці менше, ніж відповідна різниця 
з частотами, обчисленими в уточненій постановці. Це свідчить про те, що при 
малій товщині оболонки відносно розмірів в плані, розрахунки частот в класич-
ній постановці дають можливість отримати більш точні результати. 
Зі збільшенням товщини оболонки, при певному співвідношенні h/a (різно-
му для різних випадків геометричних параметрів), різниця між аналітично обчи-
сленими частотами та розрахованими в уточненій постановці стає меншою, ніж 
відповідна різниця при розрахунках в класичній постановці. Зі збільшенням то-
вщини оболонки, ця різниця продовжує і далі зменшуватися, що свідчить про 
зростання точності відповідних обчислень. Тому, починаючи з певного значення 
товщини, доцільніше проводити розрахунки в уточненій постановці. 
Аналіз отриманих результатів (рис. 1) свідчить про те, що граничним зна-
ченням є співвідношення товщини до найменшого розміру в плані h/a=0,05. 
Тому власні частоти коливань пологих оболонок зі співвідношенням h/a0,05 з 
точки зору точності доцільно обчислювати в класичній постановці, а товщі 
оболонки – в уточненій постановці. 
Визначення граничної товщини оболонки дає змогу обирати між класич-
ною та уточненою постановками під час проведення досліджень власних частот 
коливань прямокутних в плані пологих ізотропних оболонок, що сприятиме 
зростанню точності обчислень. В подальшому доцільно провести дослідження 
характеру поведінки резонансних частот коливань ортотропних пологих оболо-













1. Розроблено чисельну методику розв’язання задач про вільні коливання 
прямокутних в плані пологих ізотропних оболонок з застосуванням методу 
сплайн-апроксимації невідомих функцій та чисельного методу дискретної орто-
гоналізації в поєднанні з методом покрокового пошуку. Обчислено частоти ві-
льних коливань пологих оболонок як в класичній, так і в уточненій постановці 
при різній кількості точок колокації, від 10 до 22 з кроком 2. Встановлено, що 
результати обчислень мають значну залежність від кількості точок колокації. В 
деяких випадках при збільшенні кількості точок колокації з 10 до 22 точність 
обчислень зростає на 7 %. Визначено, що компромісним значенням є 18 точок 
колокації, тому всі подальші розрахунки проводились при цьому значенні.  
2. З застосуванням запропонованого методу сплайн-апроксимації дослі-
джено перші чотири частоти вільних коливань ізотропних пологих циліндрич-
них оболонок та оболонок двоякої кривизни, з квадратним та прямокутним 
планом. Співвідношення товщини досліджуваних оболонок і найменшого роз-
міру в плані варіювалось від h/a=0,01 до h/a=0,11 з кроком 0,02. Розрахунки 
проводились за двома теоріями: класичною (Кірхгоффа-Лява) і уточненою (Ти-
мошенко-Міндліна). Результати обчислень наведено в таблицях 2 і 3. Встанов-
лено, що при товщині оболонок менше за h/a=0,04 обчислені в уточненій пос-
тановці частоти мають більші значення, ніж відповідні частоти, обчислені в 
класичній постановці. Однак для оболонок з товщиною, більшою за h/a=0,04, 
обчислені в уточненій постановці частоти мають менші значення, ніж відповід-
ні частоти, обчислені в класичній постановці. Зі збільшенням товщини оболо-
нок ця різниця зростає. 
3. Розраховано частоти вільних коливань пологих оболонок шляхом розк-
ладання невідомих функцій в ряди Фур'є, використовуючи математичний апа-
рат уточненої теорії. Проведено порівняння отриманих з допомогою запропо-
нованого методу результатів з розрахованими аналітично шляхом розкладання 
невідомих функцій в ряди Фур'є. Встановлено, що при малій відносній товщині, 
різниця між аналітично розрахованими частотами і обчисленими в класичній 
постановці менше, ніж відповідна різниця з частотами, обчисленими в уточне-
ній постановці. Але зі збільшенням товщини дана різниця збільшується. Нато-
мість, різниця між аналітично розрахованими частотами і обчисленими з засто-
суванням запропонованої методики в уточненій постановці зі збільшенням то-
вщини оболонки зменшується. Таким чином, існує значення товщини оболонки 
таке, що при товщинах менших за нього, доцільно застосовувати класичну тео-
рію, а при товщинах більших (співвідношення товщини і найменшого розміру в 
плані h/a0,05) – уточнену.  
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